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Objetivos

Sea p una medida en [—, 7.

Iu(f) = f (6 Z)\kf zi) =: In(f)

o {#}]1 CT={2€C:z|=1}. z; # 2k, j # k. Donde
algunos z; pueden estar prefijados.

@ )\j € R, preferiblemente \; > 0. j =1,...,n. Férmulas de
cuadratura positivas. (Estabilidad y convergencia).

@ Cotas de error.
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Caso Real

/f (e ZAf:vg = L(f).

Pesos: A; € R, preferiblemente A; > 0. j =1,...,n. (Estabilidad
y convergencia).

Nodos: {z;}7_; C [a,b], z; # xj, i # j.

e f(z)~ P(z). Los polinomios son densos con la norma
uniforme en [a, b].

@ Elegiremos los 2n parametros:
I,(P) = I,(P), YP € Py, k lo mayor posible (exacta en Py).

Francisco Perdomo Pio. fippioQull.es Albarracin, Mayo 2016



Caso Real

@ Fijados los n nodos se garantiza exactitud en IP,,_1 con
Aj € R.

@ No existen formulas exactas en Py,,.

@ Férmulas de cuadratura con maximo grado de precisidn en
Py,—1 de dimensién 2n. Férmulas Gaussianas, férmulas
positivas.

P, CP,C...CPy,_4y CPy,_3CPy_oCPy, ;.

@ Si una férmula de cuadratura es exacta en PP, el nimero de
pesos positivos es al menos E[%] + 1.
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Caso Real

Teorema (Jacobi)

Una férmula de cuadratura es exactaen P, 0 < k<n-—1,siy
solo si,

@ Es exacta enP, 4
o El polinomio nodal Qn(x) = [[_, (v — x;) verifica:

b
/ 2" Qn(x)du(x) =0, r=0,1,... k. (1)

4

- Si @, tiene coeficientes reales de (1), tiene k + 1 ceros de
multiplicidad impar en (a,b).

- Qn=F,t+an 1P 1+... 0541 P11,
{P,}1>1, polinomios ortogonales con respecto a f.
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Caso Real

k =n — 2 Hay una familia uniparamétrica de férmulas positivas.
Planteamos fijar un nodo 24, (Pn—1(z4) # 0). Férmulas de
Gauss-Radau.

k =mn — 3 Hay una familia biparamétrica de férmulas con al menos n — 1
pesos positivos. Garantizamos n — 2 nodos distintos entre si.
Planteamos fijar 2 nodos y pesos positivos. Férmulas
Gauss-Lobatto.

k =mn —4 Hay una familia triparamétrica de férmulas con al menos n — 1
pesos positivos. Garantizamos n — 3 nodos distintos entre si,
podemos intentar fijar 3 nodos. Férmulas de Gauss-3.

Referencias recientes

@ A. Bultheel, R. Cruz-Barroso, M. Van-Barel, On Gauss-type quadrature formulas
with prescribed nodes anywhere on an interval of the real line, Calcolo 47 (1)
(2010) 21-48.

@ B. Beckermann, J. Bustamante, R. Martinez-Cruz, J.M. Quesada, Gaussian,
Lobatto and Radau positive quadrature rules with a prescribed abscissa, Calcolo
51 (2) (2014) 319-328.

@ R. Cruz-Barroso, C. Diaz Mendoza, F. Perdomo-Pio, A connection between
Szegd-Lobatto and quasi Gauss-type quadrature formulas, Journal of
Computational and Applied Mathematics 284 (2015) 133-143.

Francisco Perdomo Pio. fippioQull.es Albarracin, Mayo 2016




Enfoque “Clésico”

I(f) = f( Z)\kf z) = In(f)

@ Los polinomios de Laurent son densos en T con la norma
uniforme.

o Elegiremos los 2n pardmetros:
I,(L) =I,(L), VL € Ap 4 = span{z~P..29},p,q € N, con
p + ¢ lo mayor posible (exacta en A, ,).

@ Si fijamos los n nodos, Vp,qg € N con p+ q =n — 1, existen
{A; } ", de manera que la férmula de cuadratura es exacta en
Ay 4. Los pesos no son reales, en general.

@ Los ordenes mas habituales son los balanceados:

Lok == A, Lory1:=Agps1 6 Logpr1 = Apyrk
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Enfoque “Clésico”

[fn—l C ﬁn @@ £271,—4 C EQn—S C [f2n—2 C £2n—1

@ No existen férmulas exactas ni en Lo, ni en Lo, 1

@ Formulas de cuadratura positivas de maximo grado de
exactitud posible, Lo,,—92 = Ap—1,n—1. Férmulas de Szegé,
familia uniparamétrica.

e Férmulas de Szegdé-Radau: Fijamos un nodo, son tnicas y
exactas en Lo, _o.

@ Formulas de Szegé-Lobatto: Fijamos dos nodos, familia
uniparamétrica, exactas en Lo, 4 = Ay_2 2.

Problemas

@ No existen férmulas de cuadratura exactas en un espacio de
dimensién 2n con nodos en T.

@ Los pesos de las férmulas de tipo interpolatorio no son en
general reales.
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Objetivos
Definir nuevos espacios encajados donde las formulas de
cuadratura puedan tener las propiedades deseadas.

Ly 1 CLy,C...CLoy—4CLop3C Loy—2C Loy

@ Obtener pesos reales y preferiblemente positivos.

@ Si poseemos 2n parametros libres, la férmula de cuadratura
debe ser exacta en un subespacio de dimensién 2n. (La2,—1).

@ jExistiran férmulas exactas en Lo, 37
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Inspiracién

Teorema

Si una formula de cuadratura con pesos reales es exacta en Ap 4,

también lo es en Amax{p,q},max{p,q}-

Teorema (O. Njastad y J. Santos-Ledn )

Las férmulas de Cuadratura de Szegé con n puntos integran
exactamente en Ay, ,—1 @ span{z" + Z%} para cierto £ € T

Teorema (F. Peherstorfer)

Una férmula de cuadratura Z;LZI Ajf(z;) tiene pesos positivos y
es exacta en Np,_p_15—p—1, Si y solo si, zngn,l(z) 4+ 7'(;37*1_1(,2) es el
polinomio nodal, donde T € T y bn_1 es el polinomio de Szegé
generado al modificar los dltimos p parametros de Verblunsky
{6;};=,_, de manera que |6;| < 1.

Francisco Perdomo Pio. fippioQull.es Albarracin, Mayo 2016




Consideramos la sucesién {w;};°; C T

Lok = Ak, Log1:= Lok ® span{zFtl + Y, k>0 J

eLel, — LeL,enT.
@ Lo es un sistema de Tchebychev en T.

@ El problema de interpolacién en Lo 1 tiene solucién si y solo
Si 21 - 22k42 7 Wht1 -

Interpolacién de Lagrange

__Ba(x)  (z)dl if n=2d-
. - CE) Sk:f’d) it n=2d-1,
n(z) = Bn(2) 2" Bn(0) (Z_k)d if n=2d
(2—zx)B.,(z1) 25 (1—%) ? .
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Teorema

Sean {zi},_; C C\{0}, n nodos distintos tales que By,(0) # wx
n es par. Entonces existen pesos {\,}}_, tnicos de manera que
I,(f) es exacta en L.

Si

Teorema (Interpolatoria)

)‘k = I,U«(Lk)7

Teorema

Sea I,,(f) una férmula de cuadratura, exacta en L,
n—1<1<2n—1. Entonces sus pesos {\}\_, son reales y al
menos E[}] + 1 son positivos.
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Teorema
Sea I,(f) una férmula de cuadratura exacta en L; y
Sp={L1,...,Ly,}, con Ly € L,,_; el k-ésimo polinomio de
Laurent de Lagrange asociados a los nodos de I,,(f).
@ Sin=2d+1, S, es una base ortogonal de L,,_1 si
l=2n—22n—1.
@ Sin=2dy B,(0) # wg, S, es una base ortogonal de L,,_1,
sil:2n—1yw2d:w§.
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Teorema (Jacobi)

La férmula de cuadratura I,(f), con Bn(0) # wz sin es par. Es
exactaen L1415, 1 < s <n, siysolo si

Q I,(f) es exacta en L.

Q@ I(B.(2)P(2)z7%) =0,

VP Ps_q st n+ s es impar
< span{z,...,zs_l,zs—i-ﬁo—)} st n+ s es par
= E["T"’S]
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Teorema

Existe una férmula de cuadratura positiva I,(f) exacta en Loy,_1.

Teorema

Existe una dnica férmula de cuadratura positiva I,,(f) con un nodo
prefijado oo € T exacta en Loy, o

Teorema

Existe una dnica férmula de cuadratura positiva I,,(f) con dos
nodos fijos o, f € T exacta en Loy,—3 si y solo si w,_1 es la imagen
de 9,,_1 mediante cierta transformacion.

Teorema

Existe una dnica férmula de cuadratura positiva I,,(f) con tres
nodos fijos «, 3,y € T exacta en Loy_4, si y solo si T,_1 es la
imagen de d,,_1 mediante cierta transformacion.
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Construccidén

Bn(z) = 2¢n-1(2) — 7¢;,_1(2)
Pn—1(2) = 2¢n—2(2) = On—105,_1(2)
Pn-1(2)

mo1(2)’
Sean «, 5 € T y definimos a = F,,_1(a) € Ty b= F,,_1(B) € T.

Fo(z) =z (Fp:T—T)

Ol 2% Sn—l
Imponemos B, (a) = B,(5) = 0.
e Si @a — bB # 0 Definimos:
Ca B i= a=p and T ‘—7EL—6
B = aa — 65 p = aa — 55’

.

Top:={2€C : |2 —capl =|rap
Elegiremos On_1 Y Tn

Op—1 € Taﬁ N, Sn,1 — Cq, = —TnTa,g-
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Construccidén

T .3
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Construccidén

e Siaa—bB =0, 6,_1 se encuentra en la cuerda que une ay b.
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Construccidén

Teorema

Es exacta en Loy _3, si y solo si, wy,_1 = —

Teorema

Sean o, B,y €T ya=F,_1(a), b= F,_1(8), ¢ = F,_1(7)
distintos, respectivamente. Existe una tnica formula de cuadratura
I,(f) con nodos fijos c, 3,7 exacta en L € Loy,_4, si y solo si,

’5,1,1‘ < 1, donde:

Q 6, | = 2y eflallan 5ing — fb#0yaa—c#O0.

Ta,8~Ta,y
_ Ca,pCay

T, = ;
" Ta,B~Ta,y

Q 1= Ca,8 + TaTa,B, SI 0@ — fb#0yaa—~c=0.

Tn = —COL.
Q 0,1 = Cayy + TnTay, SI A — fb=0yaa—~c#0.
Tn = —ba.
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Construccidén

Ta,__ﬁ
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Caso especial

Si |6,_1| > 1. El polinomio nodal es invariante. Garantizamos
n — 2 nodos de multiplicidad impar. La naturaleza de los n nodos
puede ser:

@ Los n distintos en T, con a lo sumo un peso negativo.
@ n — 1 nodos distintos en T.

@ n — 2 nodos distintos en T y 2 nodos complejos simétricos con
respecto a T.

@ Sdélo n — 2 nodos distintos en T.
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Cotas de error

Ba(f) = mip |If = Ll

[Bn ()] := [1u(f) = In(f)] < (uo +> I/\zl> Ey(f)-

=1

Si denotamos por {I(f)},>0 las sucesiones de férmulas de
Szegd, Szegb-Radau, Szeg6-Lobatto o Szegé con 3 nodos fijos por
H =S5 5R,SL o 53, respectivamente:

Teorema

Si f € C(T), entonces |RZ(f)| < 2uoE,+(f), con
n*=2n—1,2n—2,2n—3,2n —4 para H = S,SR,SL, S3,
respectivamente. Ademas,

lim I (f)=1I(f), paratoda feC(T) y H=S,SR.

n—o0
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Cotas de error

Consideremos £(d, a) el espacio de las funciones con d-ésima
derivada continua y verificando condicién de Lipschitz de orden «,
O0<a<l

Teorema

Sea f € £(d,«). Entonces, existe un polinomio de Laurent
Lo, € Lo, tal que

|f(2) = Lan(2)| < VzeT, 3B >0.

(Qn)d-l—oa ?

Corolario

Sea f € £(d,«). Entonces, ‘Rf(f)} < (n*)%ﬂ, para algiin A > 0,
donden*=n—1siH=S5,5R, on*=n—2si H=S5L,S3.
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Cotas de error

Teorema

Sea f analitica en un entorno de T, y sea
A(0,R) :={2z€ C: R™! <|z| < R} el mayor anillo donde es
analitica. Entonces,

C
donden*=n—1siH=S5,SR,on"=n—2si H=SL,S3.
Es mas

Ry (f)] <

lim [RE(f)|» <R, para H=S,SR.

n—oo

Si f es entera

3=

lim R (f)[* = 0.

n—oo
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Otros resultados obtenidos
@ Férmulas de cuadratura trigonométricas positivas con nodos
prefijados (quasi-Gauss, quasi-Gauss-Radau,
quasi-Gauss-Lobatto.

@ Férmulas de cuadratura positivas con hasta 2d + 1 puntos
prefijados con d > 1. Relacién con transformaciones de
Moebius con el fin de trasladar el centro radical % pasos atras.

@ Férmulas de cuadraturas ortogonales.
Sucesién de polinomios de Laurent ortogonales {L;, } ,>1
asociado a {Ly }n>1.

L,, tiene todos sus ceros simples y en T.

Relacién de recurrencia (pentadiagonal)

Identidad de Christoffel-Darboux.

Aplicaciones a la aproximacién de Padé bipuntual a la

transformada de Herglotz-Riesz.

e 6 o6 o

@ Férmulas de cuadratura exactas en £; con n <[ <2n —3 no
necesariamente positivas (casos especiales |0;| > 1).
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