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Aproximación asintótica y funciones especiales

Nuestro interés

Aproximar soluciones de problemas de interés en matemáticas, f́ısica,
ingenieŕıa, y ciencia en general.

En muchas ocasiones, estos problemas se presentan en la forma de
integrales, ecuaciones diferenciales, ecuaciones en derivadas parciales,
ecuaciones en diferencias.

Muchas veces las soluciones resultan ser funciones especiales.

¿Funciones especiales?
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Aproximación asintótica y funciones especiales

¿Qué son las funciones especiales?

NIST Digital Library of Mathematical Functions
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https://dlmf.nist.gov/


Aproximación asintótica y funciones especiales

Nuestro interés

¿Qué hacemos?

Diseñar técnicas de aproximación en forma de series convergentes o
divergentes.

Aproximaciones en términos de funciones elementales o lo más
sencillas posibles.

¿Series divergentes?
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Aproximación asintótica y funciones especiales

¿Qué es la asintótica?

¿Qué es la asintótica?

Rama de las matemáticas que estudia el comportamiento de una función
cuando uno (o varios) de sus parámetros toma(n) un valor ĺımite.
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Aproximación asintótica y funciones especiales

Desarrollos convergentes vs desarrollos asintóticos

Integral exponencial

Ei(x) =

∫ ∞
x

e−t

t
dt, x > 0

Desarrollo convergente

Ei (x) = γ + log x+

∞∑
n=1

xn

n!n
, x > 0

Convergente para x > 0.

Serie de convergencia lenta.
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Aproximación asintótica y funciones especiales

Desarrollos convergentes vs desarrollos asintóticos

Desarrollo asintótico

Ei(x) =

∫ ∞
x

e−t

t
dt, x > 0

Aplicando integración por partes repetidamente:

Ei(x) = e−x
(

1

x
− 1

x2
+

2

x3
+ . . .+ (−1)N−1

(N − 1)!

xN

)
+ (−1)NN !

∫ ∞
x

e−t

tN+1
dt
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Aproximación asintótica y funciones especiales

Desarrollos convergentes vs desarrollos asintóticos

Integral exponencial

Ei(x) = e−x
N∑
n=1

(−1)n−1n!

xn
+ (−1)NN !

∫ ∞
x

e−t

tN+1
dt

Resto:

RN (x) = (−1)NN !

∫ ∞
x

e−t

tN+1
dt = O(x−N−1)

La serie es un desarrollo asintótico de Ei(x):

Ei(x) ∼ e−x
∞∑
n=1

(−1)n−1n!

xn

¡Es divergente para cualquier valor de x > 0!
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Aproximación asintótica y funciones especiales

Desarrollos convergentes vs desarrollos asintóticos
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Aproximación asintótica y funciones especiales

Desarrollos convergentes vs desarrollos asintóticos

Integral exponencial

Los desarrollos asintóticos pueden ser muy precisos:

Ei(10) ≈ S4(10)

con un error menor que 0.003%.

Comportamiento del término general como función de N y x fijo
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Aproximación asintótica y funciones especiales

Desarrollos convergentes vs desarrollos asintóticos
La cota del error

Logaritmo de la cota del error

Valor óptimo de truncamiento está en N = 47
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Ĺıneas de investigación

Ĺıneas de investigación

Ĺıneas de investigación

Nuevas técnicas para obtener aproximaciones convergentes o
divergentes.

Para integrales.

Para ecuaciones diferenciales.

Para ecuaciones en derivadas parciales.

Para ecuaciones en diferencias.
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Ĺıneas de investigación

Ĺıneas de investigación

Ĺıneas de investigación

Estudio del comportamiento asintótico de funciones especiales.

NIST Digital Library of Mathematical Functions
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https://dlmf.nist.gov/


Ĺıneas de investigación

Ejemplo 1. Ecuaciones diferenciales

U ′′′′ − zU ′′ − iyU ′ + xU = 0, U(x, y, z) ∼ ef(x,y,z)

z3/8
, z →∞

U(x, y, z) es una catastrophe integral, f(x, y, z) función elemental.

Teoŕıa de las catástrofes: aplicaciones en óptica, conexión entre
óptica de rayos y la óptica de ondas, acústica, reflexión de pulsos de
ultrasonido y gúıas de ondas acústicas, mecánica cuántica, conexiones
semiclásicas entre órbitas clásicas y funciones de onda cuánticas.
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Ĺıneas de investigación

Ejemplo 2. Ecuaciones en derivadas parciales

{
−ε4 U +−→v ·

−→
∇U = 0 en Ω,

U(r, 0) = 0, U(r, α) = 1 r > 0,

U(r, θ) ∼ erfc
√
r(1− cos(α− θ))/(2ε), ε→ 0

U(r, θ) solución problema de contorno con perturbación singular.
ε→ 0, coef. 4U muy pequeño: U es 0 cerca de θ = 0, 1 cerca de
θ = α y experimenta transición continua y rápida entre una y otra.
Aplicaciones en problemas de fluidos, elasticidad.
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Ĺıneas de investigación

Ejemplo 3. Integrales

Jν(z) =
2(z/2)ν√
πΓ(ν + 1/2)

∫ 1

0
(1− t2)ν−1/2 sin(zt)dt

∼
√

2

πz
cos

(
z − 1

2
πν − π

4

)
, z →∞.

Jν(z) es una función de Bessel, z es la variable radial.
Aplicaciones en problemas de mecánica cuántica con potenciales con
simetŕıa ciĺındrica.
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Ĺıneas de investigación

Otros ejemplos

Fórmula de Stirling

log n! ∼ (n+ 1/2) log n− n+
1

2
log(2π) +

∞∑
s=1

as
ns
, n→∞

Números armónicos

Hn := 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
∼ log n, n→∞
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