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Funciones log convexas y log concavas

Una función f definida sobre un intervalo I se dice log convexa
(concava) si

f (αx + (1 − α)y) ≤ (≥)f (x)αf (y)1−α, x , y ∈ I, 0 < α < 1

Si f es medible f es log convexa (concava ) si y sólo sí
f
( x+y

2

)
≤ (≥)f (x)

1
2 f (y)

1
2 , x , y ∈ I

Una función f sobre I con dos derivadas es log convexa
(concava) si

(f ′(x))2 ≤ (≥)f (x)f ′′(x)

o, equivalentemente, si f > 0, f ′(x)/f (x) is no decreciente
(creciente) en x ∈ I.
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Órdenes estocásticos

Denotemos FX , F X y fX la función de distribución, la función de
supervivencia y la función de densidad de X , respectivamente.
X se dice menor o igual que Y en orden estocástico usual
(denotado X ≤st Y ) si y sólo sí F X (x) ≤ F Y (x) para todo x .
X se dice menor o igual que Y en orden tasa de fallo (denotado
X ≤hr Y ) si y sólo sí F Y (x)

F X (x)
es no decreciente sobre F X (x) > 0.

X se dice menor o igual que Y en orden tasa de fallo reversa
(denotado X ≤rhr Y ) si y sólo sí FY (x)

FX (x)
es no decreciente sobre

FX (x) > 0.
X se dice menor o igual que Y en orden razón de
verosimilitudes (denotado X ≤lr Y ) iff fY (x)

fX (x)
es no decreciente

sobre fX (x) > 0.
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Relación entre los ordenes estocásticos

hr
↗ ↘

lr st
↘ ↗

rhr
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Caracterización bivariada de los órdenes estocásticos

Shanthikumar and Yao (1991)
X ≤hr Y si y sólo sí para X ∗ and Y ∗ variables aleatorias
independientes tales que X =d X ∗ and Y =d Y ∗

E [g(X ∗,Y ∗)] ≤ E ]g(Y ∗,X ∗)] para toda función bivariada
cumpliendo que g(x , y)− g(y , x) is creciente x para x ≥ y .
X ≤rhr Y si y sólo sí para X ∗ and Y ∗ variables aleatorias
independientes tales que X =d X ∗ and Y =d Y ∗

E [g(X ∗,Y ∗)] ≤ E ]g(Y ∗,X ∗)] para toda función bivariada
cumpliendo que g(x , y)− g(y , x) es creciente x para x ≤ y .
X ≤lr Y si y sólo sí para X ∗ and Y ∗ variables aleatorias
independientes tales que X =d X ∗ and Y =d Y ∗

E [g(X ∗,Y ∗)] ≤ E ]g(Y ∗,X ∗)] para toda función bivariada
cumpliendo que g(x , y)− g(y , x) ≥ 0 para x ≥ y .
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Operadores de Bernstein

Operador de Bernstein

Bn(f , x)=
n∑

k=0

f
(

k
n

)(
n
k

)
xk (1−x)n−k=E

[
f
(

Sn,x

n

)]
, x ∈ [0,1],n ∈ N

Sn,x variable aleatoria binomial de parámetros n y x .
Operador de Szász

St(f , x) =
∞∑

k=0

f
(

k
t

)
(tx)k

k !
e−tx == E

[
f
(

Ntx

t

)]
, t , x > 0

{Nr : r ≥ 0} es un proceso de Poisson estándar
Operador Baskakov

Ht(f , x) =
∞∑

k=0

f
(

k
t

)(
t + k − 1

t

)
xk

(1 + x)t+k E
[
f
(

NxMt

t

)]
, t , x > 0

{Nr : r ≥ 0} and {Mr : r ≥ 0} procesos indepencientes de
Poisson estandar y gamma estandar, respectivamente.
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Operadores de Bernstein

Operador Gamma estrella

G∗(f , x) =
∫ ∞

0
f
(
θ

t

)
θtx−1

Γ(tx)
e−θdθ = E

[
f
(

Mtx

t

)]
, t , x > 0

{Mr : r ≥ 0} es un proceso gamma estandar.
Operador Gamma

Gt(f , x) =
∫ ∞

0
f
(

xθ
t

)
θt−1

Γ(t)
e−θdθ = E

[
f
(

xMt

t

)]
, t , x > 0

{Mr : r ≥ 0} es un proceso gamma estandar.
Operador de Weierstrass

Wt(f , x) =
∫ ∞

−∞
f (x+θ)

√
t

2π
e−t θ

2
2 dθ = E

[
f
(

x +
Dt

t

)]
, t , x > 0

{Dr : r ≥ 0} es un proceso browniano.
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Bernstein operators

Operador Beta

βt(f , x) =
∫ 1

0
f (θ)

1
B(tx , t(1 − x))

θtx−1(1−θ)tx−1dθ = E
[
f
(

Mtx

Mt

)]
,

0 < x < 1, t > 0, {Mr : r ≥ 0} es un proceso gamma
estandar.
Operador Beta inversa

Tt(f , x) =
∫ ∞

0
f (θ)

1
B(tx , t)

θtx−1

(1 + θ)t+tx dθ = E
[
f
(

Mtx

Rt

)]
, t , x > 0

{Mr : r ≥ 0} and {Rr : r ≥ 0} son procesos gamma
estandar independientes.
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Preservación

Si f es una función log convexa (concava) estudiar condiciones
bajo las que Tt f es log convexa (concava) para un operador de
Bernstein Tt . Las condiciones para la preservación de la log
convexidad son menos exigentes que las de la log concavidad.
{X (t) : t ≥ 0} subordinador con incrementos no negativos,
E [f (X (t)] es una función log convexa para f log convexa.
{X (t) : t ≥ 0} subordinador con incrementos no negativos,
X (t) ↑lr E [f (X (t)] es una función log concava para f log
concava.
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Introducción

Las mixturas mejoran las propiedades de edad de las
distribuciones que componen la mezcla.
Sean F (x , θ), F (x , θ), r(x , θ), m(x , θ) la función de distribución,
fiabilidad, tasa de fallo y vida media residual de la mixtura
cuando la variable mezcladora Θ toma el valor θ. G función de
distribución de Θ.

m(x , θ) = E [Xθ − x |Xθ > x ]

Sea X ∗ la mixtura de la familia de variables aleatorias
{F (x , θ) : −∞ < θ < ∞}.
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Características de edad de las mixturas

F ∗(x) =

∫ ∞

−∞
F (x , θ)dG(θ)

F
∗
(x) =

∫ ∞

−∞
F (x , θ)dG(θ)

r∗(x) = E [r(x ,Θ)|X ∗ > X ]

m∗(x) = E [m(x ,Θ)|X ∗ > X ]

πΘ|X∗>x(θ) =
F (x , θ)dG(θ)∫∞

−∞ F (x ,u)dG(u)
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Propiedades de edad y de doblamientos (bending)

Si r(x , θ) decreciente en x para todo θ, r∗(x) decreciente.
Si m(x , θ) creciente en x para todo θ, m∗(x) mcreciente.
r∗(x) ≤ E [r(x ,Θ) bending débil de la tasa de fallo
r∗(x)− E [r(x ,Θ) es decreciente en x bending fuerte de la tasa
de fallo
m∗(x) ≥ E [m(x ,Θ) bending débil de la vida media residual
m∗(x)− E [m(x ,Θ) es creciente en x bending fuerte de la vida
media residual
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Propiedades de edad y bending de la varianza
residual y vida media residual ponderada en mixturas

σ2(x , θ) = Var [Xθ − x |Xθ > x ]

mϕ(x , θ) = E [Ψ(Xθ)−Ψ(x)|Xθ > x ]

Ψ′(x) = ϕ(x)
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Familias de mixturas

Tasa de fallo proporcional

r(x , θ) = θr(x)

Vida media residual proporcional

m(x , θ) = θm(x)
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Introducción

Mantenimiento preventivo: por número de fallos o
periódico
Mantenimiento correctivo
Mantenimiento basado en la condición



university-logo-logounizar.ps

Log convexidad y log concavidad Mixturas Optimización de modelos de mantenimiento

Función de coste

Coste esperado por unidad de tiempo
Q = Q(T ,N) = Q(T1,T2,N)

Q =
E [C(τ)]

E [τ ]

C(τ) y τ coste en un ciclo y longitud de un ciclo. Un ciclo es el
tiempo entre dos renovaciones consecutivas de un sistema.
Costes:

cPM coste del mantenimiento preventivo
cr coste de mantenimiento correctivo.
ci coste de inspección.
cd coste por unidad de tiempo cuando el sistema esta
inadvertidamente en estado de fallo.
cN coste de mantenimiento tras el fall N-ésimo.
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